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RESUM

En el mart de la Termodinamica Rational dels Medis Continus ha es-
tat fet un calcul general de 1'eficiencia d'un proces (no necessariament
cfclic) termodinamic. Com una consegiiencia s'ha obtingut la formulacio de
la segona llei de la termodinamica sota el punt de vista de la teoria de
camps. Fern aplicacio a un determinat tipus de materials, i trobem les res-
triccions que imposa la segona llei a les equations constitutives que defi-
nixen aquest tipus de material. Es comenta la importancia del concepte de
fredor en la teoria de la transmissio de la calor i les possibilitats de reduir
les irreversibilitats inherents als processos. Es pot concloure que la formu-
lacio general que presentem permet d'analitzar i justificar mes racionalment
les irreversibilitats en qualsevol proces.

INTRODUCC16

L'any 1824 Carnot deia en el seu llibre Reflexions sur la puissance
motrice du feu que calia establir principis valids per a la produccio
de la calor no solament sota un punt de vista totalment general sing
que fossen aplicables a totes les maquines de calor imaginables. Malgrat
aixo, a l'hora de 1'aplicaci6, Carnot es dedica nomes al cas de processos
ciclics en els quals les substancies en joc tenen un comportament donat per
una funcio d'estat: p = p(v,O)>O. La pressio depen nomes dels valors
actuals del volum i de la temperatura. A mes considera p = RO/v, o siga
el material mes especial en la mes especial de les circumstancies: camps
uniformes de temperatura i densitat. Fins i tot, en el raonament de Car-
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not (fet en paraules al llarg del seu llibre), no hi ha expressio matematica
per al temps. Pel fet que tote la formulacio de la segona Ilei de la termo-
dinamica classica ha estat fonamentada fins era en el treball de Carnot,
resulta que la termodinamica mos aparix com a ciencia intemporal. Aixi
el muntatge de Carnot queda essencialment ambigu malgrat la seua genial
idea. Quan va apareixer a 1'escena termodinamica el primer matematic pur
(Gibbs), era masse tard per a tornar endarrera, a part del fet que Gibbs
no era allo que es diu un revolucionari.

Parallclament a esta situacio en el camp de la termodinamica, s'anaren
desenvolupant les altres branques de ;la fisica d'acord amb la teoria de
camps: aixi Cauchy en elasticitat. Maxwell en electromagnetisme, Euler en
hidrodinamica.

Cent anys despres (1955-1965), per mitja de Noll, Coleman, Gurtin,
Truesdell, etc. hom va tractar de reformular la termodinamica com una teo-
ria de camps. Fou el mateix Truesdell' qui amb un praposit pedagogic
formula per pri^mera vegada, i amb prou generalitat, una estimacio de
1'eficiencia de les maquines termiques homogenies; posteriorment Fosdick
i Serrin [2] genera^litzaren els resultats a cossos no homogenis.

De fet en la termomecanica rational no es tracta de tipus de ^processos
sinci de materials, i son les restriccions que la segona ]lei impose sobre les
equations constitutives d'aquests les que determinen els tipus de proeessos
que poden seguir els materials. La intencio d'aquest treball es de generalit-
zar els resultats ^de Fosdick i Serrin ^ en el sentit d'introduir en lloc de
0 (temperature) una funcional a que dapenga no tan sols de 0 sin6 tambe

(N)

de O,A,...,8,0,R. Este funcio es ]'invers de la fredor ^, que fou introdnTda
per I. Muller' com a multiplicador indeterminat de Lagrange tot estudiant
les restriccions que imposava la segona llei a uns certs tipus de materials.
posteriorment demostra que era una funcio universal dels fluids termoelas-
tics a i que per mitja de la fredor podia justificar una velocitat finite
per a la propagacio de la calor. Malgrat aixo, ^Miiller no Bona a la fredor
un caracter constitutiu. Green i Laws s hen proposat d'introduir a com
a una quantitat constitutive anomenada temperature termodinamica a>0,
i tal que 1'entropia que absorbix el medi en un punt es donada per la
calor que absorbix eix punt dividit per a.

Amb aquesta base hom pot obtenir una relacio prow general per a
1'eficiencia d'un proces termodiciamic definit tom:

W dt

e = -

Q+ [1]
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i partint d'aci trobar la forma de Green i Laws de la segona llei i a mes
un terme Iligat a la irreversibilitat o produccio d'entropia del material (no
del proces). Aplicarem els nostres resultats a un tipus de material ter-
moelastic amb una memoria molt curta de la historia de la temperatura.
Discutirem les causes de la irreversibilitat del material i la possibilitat d'u-
na eficiencia maxima.

EFICIENCIA DE LES MAQUINES TERMIQUES I SEGONA LLEI

Considerem un cos C de particules X dotat d'una mesura m. Siga Ct la

configuracio de C en el moment t i usem S Ct per assenyalar el contorn

d'esta configuracio; n es el vector unitari normal a S Ct. Suposarem que

C es immergit en un medi o focus calorific F que se suposa homogeni pero
N

amb una temperatura termodinamica definida per -r = T (0,0,0,...,0,0,n ),
i suposarem tambe un interval de temps T = (t,,t2) en el qual T es acotada

suiperiorment i T min+0.
El balanc global d'energia per a C s'expressa aixi:

E (Ct) + K (Ct) = W (Ct) + Q (Ct)

on Q(Ct) = 1 hnda+ J Ldms
ac ct

t
[2]

Siga T+ c T 1'interval de temps en que el cos absorbix calor i T C T
l'interval en que cedix calor. Suposarem que T+ no es buit. Llavors la
calor emesa i absorbida sera respectivament

C+ = J Q(CT) dt C = f - Q(Ct) dt

T+ T

T- (T+ U T-) es el temps en que el cos procedix adiabaticament.
El treball net sera:

A = W (Ct) dt

T

i per tans l'eficikncia:

A C DE + 4K

C+ C+ C+

[3]

[4]

[5]
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amb:

AE = E at OK = K at

T JT [6]

El cos es no homogeni i to una temperatura termodinamica tot definint
el seu estat termic.

Afegint i restant les quantitate:

Tmin

c+

Tmin __

J T (

h n r
dmldt

C+

l

J aC t
T ry

da +

J c t
T 1

[7a]

[7b]

trobern despres d'alguns calculs:

T tE + AK - Tmin /H
Tmin

E = 1 -

Tmax c+ C T
T

h n r

da + dm
)

at

a
T 3Ct " ct

1 1
Q(Ct) at +

Tmax T Tmin

h n
ti N da +

1

- )(-Q(C )) at +
T

t
T

( H (Ct) -

-r dm)) dt - J (

J acCT t T

1 I 1 1

- ) h n da + J ( - - -

a Ct T a.

r dm ) dt}

corn a eficiencia . Est resultat es abviament mes general que el trobat per
Fosdick i Serrin 2

Jac
t

a

[8]
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En particular un proses sera de Carnot si:

1. C absorbix calor a T = T mix
2. C emet calor a T = Tm(n

3. C procedix adiabaticament

La calor pot ser transmesa per conduccio o per radiacio, i fins i tot alhora
per totes dues maneres. Generalitzarem ara ]es desigualtats de Maxwell de
la conduccio de la calor e en e] sentit de fer:

(a-T)^N 50 sobIe8Ct

( a - T ) r ^ a

Aixo implica que:

- J ( JT act

1 1

en Ct
[9]

1 1
h n da + - ) r dm)dt>o

(T a ct T a

Per taut, per a un proses de Carnot reversible: en T+ a = Tmax en
T- a = T min (i en T° h. n = 0 * sabre SCt i r = O sabre Ct). Per tant,
si poseur:

T
min

[10]

(1 - ) C+ - ( 4E + ^K - Tmin OH ) - A - Tmin { (

T
max

Tmax

T+ T

1 1 1 ' 1
- ) Q dt + ( ^- ) (-Q ) dt + ( ( -

T Tmin
T J aCt a

1 1 1

- ) h n da + J ( - ) r dm ) dt + OH -

T
~ N Ct

a
T

f h n r

J T aCt a Ct a
[11]

'° EIs simbols en cursiva indiquen notacio vectorial.

[105]
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les quatre primeres integrals s'anullen per a un proces de Carnot reversible,
i si a mes fem:

AH da + -- dm) dt . o

h n

J ct

r

1 T aCt a a

1'eficiencia per a un proces de Carnot en estes circumstancies sera:

e < 1 -

si:

s'obte:

Tmin AE + AK - T . AH
min

Tmax c+

AE + AK - Tmin
AH 3 o

c `- 1 -

T
min

[12]

[13]

[14]

Tmax
[15]

el signe = es valid per al cas ciclic

E=:1-

ti min

rmax [16]

Per tant, que un proces sign o no reversible depen nomes de les seues

equacions constitutives, i les integrals en [ 11 ] poden donar una mesura

de la irreversibilitat d'un determinat proces. En el cas d'un proces de

Carnot esta mesura es donada per [12], que es la desigualtat que postulen

Green i Laws. D'aci endavant nosaltres considerarem [ 12 ] com a un axio-

ma. Per tant , considerant el cas d'un cos homogeni, la desigualtat [12] es

reduix a la de Clausius:

DH ^I T a

at

[17]
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i en aquest cas:

off a o (proces adiabatic)

c+ - c-
oH >, (proces a a constant)

a [18]

Si considerem un cicle que absorbix i emet calor a un nombre finit de
temperatures T1,T2,•..,TJ, llavors tot fent Tmin=-rmax=To trobem:

j 1 1

A . -(AE + AK - T0AH ) - TO E (- - -) Q dt

i=o T T
Tj j 0

i si la calor emesa i absorbida s'igualen en un cicle:

Q dt = o
T.

A < o

[19]

[20]

es a dir: el cos no pot donar treball. Aquest es 1'enunciat de Kelvin de
la segona llei de la termodinamica. L'hem trobat com a una consegiiencia
del plantejament general que s'ha fet.

En general tambe la potencia de la maquina sera:

1

J

(

J ac

h n da + J c
r dm ) dt + ( - (

Jac

h n da + ( r dm ) dt)
N ti J Hti J

tT T+ t tT t C

[21]

amb T = T+ U T U To

TERMODINAMICA D'UN MATERIAL TERMOELASTIC

Considerarem, en aixo que segix, una teoria termodinamica dels cos-
sos termoelastics amb una memoria molt curta de la temperatura.
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Un proces termodinamic es un conjunt de funcionals:

. . IN)
S.. = SCGw,,8,B,...,8,G,2

'' . 1I11
,I, = II, CGW B,8,...,B,8,^2

(n)

. (n)

Qi = Qi(Ckm,6, 6,...,6,6,n)

(n)

[22]

an es acceptada la validesa dels principis d'equipresencia' i de material
abjectivitat,8 tot satisfent a) les equacions dels balan^os (moment lineal
i angular i energia), b) el princi^pi de dissipacio en la forma obtinguda
abans. En la seua forma local, aquest ultim s'escriu:

pi - ( -^ )^- p-^ z o

Les equacions del balan^ son:

Pji.j + pobi - pvi

Sji
-

SiJ

por - Qi^i -"pae + 1/2 SijCij = o

[23]

[24]

En aquesta formulacio, un punt sobre una lletra vol dir diferenciaci6

material respecte del temps, i ,j .j indiquen diferenciacio respecte de xj Xj.

A mes la diferenciacio material reapecte dels temps i .j commuten. Llavors
substituint e = ^ -^ a^ i el balan^ d'energia [ 24c ] en [ 23 ] s'obte en la
formulacio material:

-po(V^ + na) + 1/2 SijCij - Qia.i/a 3 0
[25]
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Substituint ^, a, a. j en [ 25 ] i reordenant termes:

_po(
a ^,

ac^l
+ n

. ..' Za 1 ' Jan--- + -- 2 --)
38.K Poa K .

" (N+1)

ae a

N 1

- E

n=2 a

as

(n)
ae

+ n

as
+

Qn

as

ae.
m

61

a ^,

ae

[26]

(N+1)(n)

que ^s lineal en Ckl, Cmn.k, 0.mk, 0 , 0.k amb n = 1,2, ...N. Per aixo en
ordre a satisfer [26] per a tota possible variacio d'eixes quantitate, els
corresponents coefficients han de ser nuls. Per taut:

a ^,
+ n _

Skl - o
aCkl aCkl 2po

a ^^

ae.k

as

ackl 2po ae.k

e'k

1

N-^
a^,

nEopo( (n)
a8

as

ae

(n)
0.k -

as
1

as +

ae.k

a ^,
(N)

ae

i

poa

a«
n (N)

ae

Qk

1 Ski)Cki - P (
a^

+
O

+ n as
(n)
ae

1 ^"

(n+1)
e - po

^K8'K^^^AK
^

Gn,K

e'mk ^k
1

a

as

aCmn aCmk

" as
Qk

(n)
= o

ae

as as+
4_ =o4k

ae. m
_.. ae.k

as
Qk = o

ae

= o

= o

rl = 2,...,N

(per a mes detalls,
vegeu ref. 9)

>, o

(27]
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i la desigualtat residual queda:

N-1
a^ as

(n+1) as
-E Po-rn) + n (n) ) e - " Qk e.k o

n=o ae ae a ae
[28]

Per tant l'equacio constitutiva per a a sera:

a = a(e,e)
[29]

i d'aci:

Ski = 2p
a^

0 aCkl

4 +
1^

Qk
as

= 0
ae.k p0a ae

(N)

ae

0
[30]

i per a la desigualtat residual:

N-1 (n+1)
p 0 (-- + n as ) e + po (a-T +

n
as ) e + Po E

(n)
e +

ae ae ae ae n=2
a0

as

a0
Qk e:k - 0

[31]a

MESURA I POSSIBILITATS DE MINIMITZAC16 DE LES IRREVERSIBILITATS

A la vista dels resultats obtinguts per al nostre material es troba:

h n r
H (Ct) - da + dm ) dt

JT( 3Ct a Ct a

[110]
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r 1

- (PD

Ct a

N-1

po ^

n=2

a ^,

(n)
ao

^-
t^-£-)it9.( ^ tn

^

)''t

(n+1)
e +

[32]

Aixi per a un proces reversible cal que el segon membre de [ 32 ] siga
(n+1)

nul, es a dir 0 = 0=...=O=O.k = O. En general en un proces qualsevol
un material termoelastic definit per mitja de les equacions anteriors mai no
acomplix aquestes condicions; per aixo, de fet, els processor que sofrixen
aquests materials reran quasi sempre irreversibles. Pel mateix raonament,
mai na es pot arribar a 1'eficiencia maxima en funcio de les temperatures
maxima i minima . iJnicament en el car d'un material en el qual les equa-

(n+l)
cions constitutives no depenguen de 0,0,...,0,0.k es poden esperar proces-
sor reversi^bles . En aquest car (a-Tyr<_0 i h. n=0 si acceptem h=-k0.n
(llei, de Fourier per a la conduccio de la calory. Si a mes r=0, tots els pro-
cessor esdevindran reversibles i conclourem les formulacions classiques de
la segona llei: Es tracta ni mes ni menys de 1'objecte de la dinamica clas-
sica dels gasos , les equacions constitutives funcionals dels quals es reduixen
a equacions d'estat. De fet en aquest car les citades equacions son invariants
rota un canvi t -^ - t tal i com exigix la condicio de reversibilitat.

Acceptant- ne ara que a(0,0)=0, o siga que a es reduixca en 1'equilibri
a la temperatura 0, Ilavors per mitja de la diferenciacio encreuada de les
equacions [30b] i [30c] arribem a

a a ^,

(N)

a e

Per taut

( )_-

a©.k

1 as

a
ae

i

Qk 0.k ) dt >. o

as a4k

(N)
^'o

a ae a ^

a^ a«

(Tl)
= o -

a e ae

= o

= o

[33]

[34]
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Sa
Si = 0 [23] es reduix a la desigualtat de Clausius-Duhem i la

se
(n+l)

dependencia de 0,0,...,0,0.n s'ha de llevar de les equacions que donen

^, r, Skl. En aquest cas les irreversibilitats son degudes a 1'6ltim terme

en [32]. En ordre a decidir la forma de la segona llei (Clausius-Duhem o

Green-Laws) caldria coneixer la dependencia de ^ sobre O,n tenint en

compte que per a [30b]:

aiJ
= 0

ae.k

as

ae

= o

(*) [35]

CONCLUSIONS

A pesar de les dificultats inherents a la necessitat de coneixer a priori

les equacions constitutives i malgrat la seua intrinseca dificultat matema-

tica, podem concloure que el metode de la termomecanica racional ens dona

unes eines molt mes adequades per a la caracteritzacio, analisi i discussio

de les irreversibilitats en els cicles tecnics que no el metode classic, puix

que generalitza molt mes el punt de partida. L'enunciat de Kelvin de la

segona llei es deduix com a consequencia de 1'estimaci6 de l'eficiencia per

als cossos homogenis.

* Una total reversibilitat suposaria a mes camps uniformes de temperature, o

siga 0,n=0.
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LLISTA DE SIMBOLS

a temperatura termodinamica (inversa de la fredor)
a area del material
bi forces massiques
Cij tensor de Cauchy-Green
C cos material
S Ct contorn del cos material en el temps t
C+ i C- calors emeses i absorbides pel material en els intervals T+ i T-
E onergia interna
H energia interna especifica

e entropia total
h vector flux de ]a calor
E eficicncia

al entropia especifica
K energia cinetica

fredor
m massa
n vector unitari normal a ]a superficie
Q vector flux de la calor en la configuracio material
Pij primer tensor de Piola-Kirchhoff
p pressio

tP energia Iliure de Helmholtz
r radiacio per unitat de massa
Po densitat en la configuracio de referencia
P densitat en ]a configuracio actual
Sij segon tensor de Piola-Kirchhoff

t temps
T+ i T- intervals de temps en que el material emet i absorbix calor
To interval adiabatic
0,n gradient de temperatura

0 temperatura empfrica
Omax i Omfn valors maxim i minim d'aquesta temperatura dins 1'equilibri

temperatura termodinamica del foe
-rmax i -rmfn valors maxim i minim d'aquesta temperatura dins 1'equilibri
xi coordenades del cos
Xi coordenades en la configuracio de referenda
v volum
W treball mecanic
W potencia mecanica
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